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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ОБУЧАЮЩЕГО ТУРА

ПРИМЕЧАНИЕ. Задачи обучающего тура, приведённые ниже, могут быть решены несколькими способами (мы приводим один). В отчётах по обучающему туру вы можете отметить наиболее (на ваш взгляд) оригинальные решения, найденные вами.
Задача 1. В первенстве класса по теннису 6 участников: Андрей, Борис, Виктор, Галина, Дмитрий и Елена. Первенство проводилось по круговой системе: каждый из участников играет с каждым из остальных один раз. Некоторые игры уже проведены: Андрей сыграл с Борисом, Галиной и Еленой, Борис с Галиной, Виктор с Галиной, Дмитрием и Еленой. Сколько пар проведено и сколько ещё осталось?
Решение.  Изобразим данные задачи в виде схемы (рис 1). Участников будем изображать точками, Андрея – А, Бориса – Б и т.д.. Если двое участников уже сыграли между собой, то будем соединять их точки отрезками.
Рис 1 
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 Рис 2    [image: image1]
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 Число игр, уже проведённых, равно числу рёбер, т.е.7.

 Чтобы найти число игр, которые осталось провести, построим ещё один граф с теми же вершинами, но рёбрами будем соединять тех участников, которые ещё не играли друг с другом. (Если точки из одного множества соответствуют точкам из другого, будем соединять их сплошной линией, а если не соответствуют – пунктирной).     Рёбер у графа с пунктирными линиями оказалось 8, значит, осталось провести 8 игр.
Ответ: 7 и 8. 

Задача 2. В шахматном турнире принимали участие 6 партнеров разных профессий: токарь, слесарь, инженер, учитель, врач и шофер. Известно:

1. в первом туре Андреев играл с врачом, учитель с Борисовым, а Григорьев с Евдокимовым;

2. во втором туре Дмитриев играл с токарем, а врач с Борисовым;

3. в третьем туре Евдокимов играл с инженером;

4. по окончании турнира места распределились так — Борисов I место, Григорьев и инженер поделили II и III места, Дмитриев занял IV Место, а Золотарев и слесарь поделили пятое и шестое места.

Какие профессии имели Григорьев, Дмитриев и Евдокимов?
  Решение. Решим эту задачу с помощью графов. По 1, 2, 3 и 4 условию составим графы (рисунок 3)                                            
Рис 3 [image: image3.png]


                                             Рис 4 [image: image4.png]



Можно построить и общий для всех условий граф (рис. 4).  На последнем графе независимо друг от друга можно провести три сплошных отрезка ИА, ВЗ и БШ, что свидетельствует об избыточности условия задачи. Для того, чтобы получить ответ задачи, проводим сплошные отрезки ГТ, ДУ и ЕС.
Ответ: Григорьев – токарь, Евдокимов – слесарь, Дмитриев – учитель.
Задача 3.  Из 32 учащихся класса 12 – мальчики. Из них 8 занимаются футболом, 9 – баскетболом, 3 – плаванием. Сколько мальчиков занимается тремя видами спорта?
Решение. Решим эту задачу графически. Изображаем множество мальчиков, занимающихся одним видом спорта  - кругами разного цвета (рис 5).
Рис 5. 
[image: image5]
Рассмотрим множества мальчиков, занимающихся баскетболом и футболом. Количество детей, занимающихся одновременно двумя видами спорта, может быть от 5 до 8. Тогда решением задачи может быть множество, состоящее из 0, 1, 2 или 3. Учитывая, что по условию задачи есть мальчики, занимающиеся тремя видами спорта, решение задачи 1, 2 или 3.
Ответ: 1, 2 или 3.

Задача 4.  В отделе НИИ работают несколько человек, причём каждый из них знает хотя бы один иностранный язык. Английский язык знают 21 человек, немецкий – 15 человек, французский – 11 человек. Английский и немецкий знают пятеро, немецкий и французский – четверо, французский и английский – семеро. Трое знают все три языка. Сколько человек работает в отделе и сколько знает только английский?
Решение. 

Решим эту задачу графически. Изобразим множество людей, знающих языки в виде трёх пересекающихся кругов Эйлера: английский –  кругом с горизонтальной штриховкой, немецкий – с вертикальной штриховкой, а французский – с наклонной. Тогда область, где все три круга пересекаются, содержит трёх человек, знающих по три языка. Так как английский и немецкий знают пятеро, то только английский и немецкий знают двое (на рисунке эта область покрыта горизонтальной и вертикальной штриховкой, см. рисунок 6). 
Так как французский и английский знают семеро, то только французский и английский знают четверо (на рисунке эта область покрыта горизонтальной и наклонной штриховкой). Область, покрытая только горизонтальной штриховкой, содержит людей, знающих только английский язык. Их имеется 21-2-3-4=12 – человек. Область, покрытая только вертикальной штриховкой, содержит людей, знающих только немецкий язык. Их количество равно 15-2-3-1=9 – человек. Область, покрытая только наклонной штриховкой, содержит людей, знающих только французский язык. Таких всего 11-4-3-1=3 – человека. Таким образом, если сложить всех людей во всех непересекающихся областях, то получится, что в отделе работает 34 человека.

Рис. 6

   
[image: image6]
Ответ: 34; 12.

Задача 5.  Имеются  кубики  из   картона  и  из  дерева,   большие и маленькие, 

красные и зелёные. Известно, что:

1) зелёных кубиков 16;  2) зелёных больших 6;  3) больших зелёных из картона 4;  4) красных из картона 8;  5) красных из дерева 9;

6) больших деревянных 7;  7) маленьких деревянных 11. 
Сколько всего кубиков?  
Решение. Сложив 1), 4), 5),  получим   16 + 8 + 9 = 33.   Из рисунка  7 получаем:

2 + 3 + 4 + 7 + 8 + 5 + 4 = 33
 Рис. 7
[image: image7]
Ответ: 33.

Задача 6. Из 10 роз и 8 георгинов нужно составить букет так, чтобы в нем было 2 розы и 3 георгина. Сколькими способами это можно сделать?
Решение. Выберем сначала из 10 роз 2 розы. Это можно осуществить [image: image8.png]c2
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способами. Мы используем сочетания, а не размещения, потому что порядок, в котором выбираются цветы, значения не имеет. Независимо от выбора роз 3 георгина из 8 можно взять [image: image9.png]


способами. Тогда, по правилу произведения, 2 розы и 3 георгина можно выбрать[image: image10.png]chCy



 способами. 
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Ответ: 2520 способами.
Задача 7. Собрание из 40 человек избирает председателя, секретаря и трех членов редакционной комиссии. Сколько существует возможностей выбора этих пяти человек? 
Решение. 
Выберем сначала председателя и секретаря. Вариантов выбора этих двух человек из 40 будет [image: image12.png]


Размещения здесь потому, что этот выбор зависит от порядка, например, "Иванов - председатель, Петров - секретарь" и "Петров - председатель, Иванов - секретарь" - это разные варианты. Затем из оставшихся 38 человек изберем 3 человека в редакционную комиссию. Это делается [image: image13.png]


cпособами. По правилу произведения всего вариантов: 
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Можно было действовать иначе: сначала выбрать комиссию [image: image15.png]


способами, а затем председателя и секретаря [image: image16.png]


способами. Всего вариантов: 
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Ответ: 13160160. 

Задача 8. Сколькими способами можно расставить 8 томов энциклопедии на книжной полке так, чтобы первый и второй тома:
а) стояли рядом; 
б) не стояли рядом? 
Решение. 
а). Подсчитаем сначала число вариантов расстановки, когда первый и второй тома стоят рядом. Их можно считать за одну книгу. 
Тогда получается Р7 = 7! перестановок. Но первый и второй тома можно соединить двумя способами: слева первый, справа второй том и наоборот. За счет этого количество вариантов удваивается и всего их будет 2·7! = 10080. 
б). Указанные тома не стоят рядом во всех остальных случаях, значит, из общего числа перестановок восьми книг надо вычесть число перестановок, когда тома стоят рядом. Итак, 8! - 10080 = 30240. 
Ответ: а)10080, б) 30240. 
Задача 9. Даны две параллельные прямые. На одной из них имеется 10 точек, а на другой - 20. Сколько существует треугольников с вершинами в данных точках? 
Решение. 
Заметим, что здесь будет два типа треугольников, расположенных вершинами вверх и вершинами вниз. Для треугольника первого типа вершину выбираем 10 способами, а основание (2 точки из 20) - [image: image18.png]c2
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способами. Всего, по правилу произведения, получается 10· [image: image19.png]c2
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треугольников. Аналогично, треугольников второго типа будет 20·[image: image20.png]c2
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Наконец, применив правило суммы, получим общее количество треугольников: 10·[image: image21.png]c2
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 + 20·
Ответ: 2800 треугольников. 
Задача 10. В вагоне электрички имеются два противоположных дивана по 5 мест на каждом. Из 10 пассажиров четверо желают сидеть лицом по ходу движения, трое - против хода, а остальным безразлично, как сидеть. Сколькими способами могут разместиться пассажиры с учетом их желаний? 
Решение. 
Желающих сидеть по ходу движения разместим [image: image22.png]


способами, против хода - [image: image23.png]


, остальных троих на три пустых места - Р3 = 3! способами. По правилу произведения всех пассажиров можно разместить 
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   способами.

Ответ: 43200 способами. 
Задача 11. На школьном вечере присутствуют 12 девушек и 15 юношей. Сколькими способами можно выбрать из них 4 пары для танца? 
Решение. 
Четырех девушек можно выбрать [image: image25.png][l
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способами. После этого выбираем [image: image26.png]


способами юношей (здесь уже существенен порядок). 
Всего [image: image27.png]AL
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=17 417 400. 
Ответ: 17 417 400 способами.
Задача 12. Выпуклый многоугольник имеет 90 диагоналей. Сколько у него сторон? 
Решение.
Обозначим количество сторон многоугольника через n. Вершин у него тоже будет n. Соединим вершины попарно отрезками, которых будет [image: image28.png]


. Среди этих отрезков будет n сторон, остальные - диагонали. Составим уравнение по условию задачи:[image: image29.png]


. Отсюда получается квадратное уравнение 

n2-3n-180=0,

корни которого n1=15, n2= - 12.По смыслу задачи подходит n=15 
Ответ: 15 сторон. 
Задача 13. Сколько шахматистов участвовало в турнире, если каждый участник сыграл с каждым по одной партии, а партий было сыграно в 10 раз больше числа участников. 
Решение. 
Если участников - n человек, партий будет сыграно 
[image: image30.png]


штук. Составим уравнение [image: image31.png]c?
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,решив которое, найдем: n =21. 
Ответ: 21 шахматист. 
Задача 14. Города А и В соединены двумя шоссейными дорогами, которые соединены десятью проселочными. Сколькими различными способами можно проехать из А в В, чтобы ни разу не пересекать пройденный путь?
Решение.
Решение. В данном случае можно найти количество способов в предположении, что из города А мы выехали по первой дороге, а результат умножить на 2. 
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Все возможные пути закодируем следующим образом: если мы сворачиваем на данную проселочную дорогу, то ставим цифру 1, если нет - то 0. Осталось посчитать количество таких выборок из единиц и нулей. По схеме находим, что надо применять формулу числа размещений с повторениями, и всего дорог будет: 
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Ответ: 2048 дорог
Задача 15.В контрольной работе будет пять задач – по одной из каждой пройденной темы. Задачи   будут взяты из общего списка по 10 задач в каждой теме, а всего было пройдено 5 тем. При подготовке к контрольной Вова решил только по 8 задач в каждой теме. Найдите:

а) общее число всех возможных вариантов контрольной работы;

б) число тех вариантов, в которых Вова умеет решать все пять задач.
Решение. а) Так как в контрольную работу войдут по 1 заданию из каждой темы, то по правилу умножения общее число всех возможных вариантов контрольной работы: 10*10*10*10*10= 100000.

б) Аналогично, по правилу умножения, число вариантов, в которых Вова умеет решать все пять задач равно 8*8*8*8*8=32768.

Ответ: 100000,  32768.
Задача 16. А у Аси есть любимый костюм, в котором она ходит в школу. Она одевает к нему белую, голубую, розовую, или красную блузку, а в качестве «сменки» берет босоножки или туфли. Кроме того, у Аси есть три разных бантика (№ 1, 2, 3), подходящих ко всем блузкам. Нарисуйте дерево возможных вариантов Асиной одежды. 
Решение.  

(Примечание: в задании была допущена опечатка – вместо слова ботинка нужно читать бантика!)
  Дерево возможных вариантов смотрите в приложении 1. 
Задача 17. Между планетами введено космическое сообщение по следующим маршрутам: З-К, П-В, З-П, П-К, К-В, У-М, М-С, С-Ю, Ю-М, М-У. Можно ли добраться с З до М?

Решение.

Составим схему-граф маршрутов (рис 8):
Рис. 8
[image: image34.png]



Ответ: От З до М добраться нельзя.

Задача 18.  В государстве система авиалиний устроена таких образом, что любой город соединён авиалиниями не более чем с тремя другими и из любого города в любой другой можно проехать, сделав не более одной пересадки. Какое максимальное число городов может быть в этом государстве?
Решение.

Пусть существует некоторый город А. Из него можно добраться не более, чем до трёх городов, а из каждого из них ещё  не более чем до двух (не считая А). Тогда всего городов не более 1+3+6=10. Значит всего городов не  более 10. Пример на рисунке 9 (его ещё называют графом Петерсона) показывает существование авиалиний.

Рис. 9
[image: image35.png]



Задача 19. Руководство некоторой страны решило сделать свой государственный флаг таким: на одноцветном прямоугольном фоне в одном из углов помещается круг другого цвета. Цвета решено выбрать из трех возможных: красный, желтый, зеленый. 

Сколько вариантов такого флага существует?

Решение.  Возможные варианты флага КЖ, КЗ, ЖК, ЖЗ, ЗК, ЗЖ. (буквы обозначают цвет). Или вычисляем по формуле размещений из n (цвета) по m (фон и круг).

 [image: image36.png]=32=6




 

  В данном случае КЖ и ЖК – разные размещения. 
Ответ: 6.
Задача 20. В семье четверо детей, им 5, 8, 13 и 15 лет, а зовут их Таня, Юра, Света и Лена. Одна девочка ходит в детский сад, Таня старше Юры, а сумма лет Тани и Светы делится на три. Сколько лет Лене?
Решение. Попробуем решить эту задачу с помощью графов. По данным, приведённым в задаче, построим граф отношения. Для этого выделим множество имён и множество возрастов. Если точка одного множества не соответствует точке другого, то соединим их штриховой линией, а если соответствует, то сплошной линией. Из заданных условий получается граф на рисунке 10 (Юре не может быть 5 лет – он не девочка, Тане не может быть 5  и 8 лет – она старше Юры, Тане не может быть 15, так как Т+ С кратно 3, а ни одна из сумм – 15+5, 15+8, 15+13 – не делится на 3).  Значит Тане – 13 лет.  Проводя дальнейшие рассуждения о невозможности соответствия, получим  граф на рис. 11 

В ходе рассуждений, получим  следующие результаты: Юре – 8 лет, Тане - 13 лет, Свете – 5 лет, а Лене – 15 лет.

Ответ: 15.
Рис 10. 
[image: image37]      Рис 11.  
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Задача 21. В ящике находится 15 шаров: 8 белых, 5 красных, 2 зеленых. Наугад вынимается один шар. Найти вероятность того, что он окажется: а) белым, б) красным, в) зеленым, г) либо красным, либо зеленым, д) либо красным, либо белым, е) черным?

Решение. 

Опыт состоит в вынимании одного шара из ящика. Общее число равновозможных исходов данного опыта - это общее число шаров в ящике: n=15. 

а) Событие С состоит в том, что вынутый шар - белый. Так как в ящике находится 8 белых шаров, то число исходов, благоприятствующих событию C, равно 8: m=8. Найдем вероятность события C: P(C)=m/n=8/15.

б) Событие А состоит в том, что вынутый шар - красный. Так как в ящике находится 5 красных шаров, то число исходов, благоприятствующих событию А, равно 5: m=5. Найдем вероятность события А: P(А)=m/n=5/15.

 с)  Событие В состоит в том, что вынутый шар - зелёный. Так как в ящике находится 2 зелёных шара, то число исходов, благоприятствующих событию В, равно 2: m=2. Найдем вероятность события В: P(В)=m/n=2/15.

г) Событие N – наугад выбранный шар окажется либо красным, либо зелёным. Очевидно, что произойдёт любое из двух равновозможных событий: «А – вынутый шар – красный» либо   «В –  вынутый шар – зелёный». По теореме сложения вероятностей несовместных событий, P(N) = P(A)+P(B) = 5/15 + 2/15 = 7/15 (используем решение задачи 24 б) и с)). 

д) Событие N – наугад выбранный шар окажется либо красным, либо белым. Очевидно, что произойдёт любое из двух равновозможных событий: «А – вынутый шар – красный» либо   «С –  вынутый шар – белый». По теореме сложения вероятностей несовместных событий, P(N) = P(A)+P(С) = 5/15 + 8/15 = 13/15 (используем решение задачи 24 б) и а)).

е) Событие Е состоит в том, что вынутый шар - чёрный. Так как в ящике нет чёрных шаров, то число исходов, благоприятствующих событию Е, равно 0: m=0. Найдем вероятность события Е: P(Е)=m/n=0/15=0
Ответ: 8/15, 5/15, 2/15, 7/15, 13/15, 0.
Задача 22. (Ошибочно совпадает с задачей 21) В ящике находится 15 шаров: 8 белых, 5 красных, 2 зеленых. Наугад вынимается один шар. Найти вероятность того, что он окажется: а) белым, б) красным, в) зеленым,  г) либо красным, либо зеленым, д) либо красным, либо белым, е) черным?

Задача 23. Лотерея состоит из 10000 билетов, среди них

а) разыгрывается  150 выигрышных. Наугад вынимается один билет. Чему равна вероятность того, что этот билет - выигрышный?

б) разыгрывается 150 вещевых и 50 денежных выигрышей. Чему равна вероятность выигрыша, безразлично, денежного или вещевого, для владельца одного лотерейного билета?

Решение. 

а) Общее число различных исходов есть n=1000. Число исходов, благоприятствующих получению выигрыша (событие А), составляет m= 150. По классическому определению вероятности получим,  P(A)= m/n = 150/1000 = 0,15. 

б) Событие N – выигрыш для владельца одного  лотерейного билета, безразлично, денежного или вещевого. Событие С состоит в том, что выпал денежный выигрыш. Его вероятность P(C)=50/1000=0,05. Событие M состоит в том, что выпал вещевой  выигрыш. Его вероятность P(M)=150/1000=0,15. Тогда по теореме сложения вероятностей несовместных событий, P(N) = P(М)+P(С)=0,15 + 0,05 = 0,2.

Ответ: 0,15, 0,2.
Задача 24. Опыт состоит в одновременном подбрасывании двух игральных кубиков. Какова вероятность, что а) одновременно выпадут две четверки?; б) на обоих кубиках появится одинаковое количество очков?

Решение. 

Опыт состоит в одновременном подбрасывании двух игральных кубиков. Так как на каждом кубике может выпасть от одного до шести очков, то число исходов данного опыта равно n=36.

Все исходы данного опыта наглядно изображаются в виде матрицы 6 x 6 (рис. 12). Каждый элемент матрицы представляет собой пару чисел. Первое число означает число очков, выпавшее на первом кубике, а второе - число очков, выпавшее на втором кубике. Например, элементу матрицы (3,4) соответствует следующий исход опыта: на первом кубике выпало 3 очка, а на втором кубике выпало 4 очка.
Рис.12 
[image: image39]
а) Исходы, благоприятствующие выпадению на двух кубиках двух четвёрок, выделены на рис.12 красным цветом. Этих исходов  1. Всего же исходов опыта n=36. Таким образом, вероятность выпадения двух четвёрок  равна P(A)=1/36=1/36.

б) Исходы, благоприятствующие выпадению на обоих кубиках одинакового количества очков, выделены на рис.12 синим и красным цветом. Этих исходов  6. Всего же исходов опыта n=36. Таким образом, вероятность выпадения двух четвёрок  равна P(A)=6/36=1/6.
Ответ: 1/36, 1/6.

Задача 25.  В одной урне находятся 4 белых и 8 чёрных  шаров, в другой – 3 белых и 9 чёрных. Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что оба шара окажутся белыми. 
Решение.
Пусть А – появление белого шара из первой урны, а В – появление белого шара из второй урны. Очевидно, что события А и В независимы. Найдем Р(А) = 4/12=1/3, Р(В)=3/12=1/4. По формуле вероятности совместного появления двух независимых событий получим  Р(АВ)=Р(А) ( Р(В)=(1/3) ( (1/4)=1/12=0,083.
Ответ: 0,083
ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Решение задачи 16.
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