Лекция № 2.

Тема: Генеральная совокупность с повторениями и выборки с повторениями.

Генеральная совокупность с повторениями — это набор эле​ментов п различных классов, когда элементы, принадлежащие одному классу, считаются одинаковыми. 
Наглядному представлению генеральной совокупности с пов​торениями может послужить набор квадратов п различных ок​расок.
Разумеется, число элементов в каждом из этих п классов неограниченное.
Выборкой с повторениями объема т будем называть произ​вольную группу т элементов генеральной совокупности с повто​рениями.
Наглядному представлению выборки с повторениями мо​жет послужить полоса, построенная из т квадратов. Лента может быть не только пестрая, т.е состоять только из разных по цвету квадратов. Независимо от m она может быть и одноцветной — любой из имеющихся п окрасок.
Каким минимальным признаком может отличаться одна такая выборка объема m от другой выборки такого же объема? Это равносильно вопросу: каким минимальным признаком мо​гут отличаться узоры лент, построенных из одинакового коли​чества квадратов? Иной окраской по крайней мере одного квадрата или порядком расположения квадратов в линейном строю. 
Таким образом, минимальным признаков отличия одной выборки от другой может быть:
1) их различие по крайней мере одним элементом;

2) различие порядком расположения элементов.
Как видно, эти признаки совпадают с признаками 1) и 2), о которых шла речь в прошлой лекции, поэтому выборки, о ко​торых идет речь сейчас, следует называть размещениями с повторениями из элементов п классов по т.
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Определение:

Размещениями с повторениями из элементов п классов по m называются такие выборки, которые, имея по m элементов, вы​бранных из числа элементов данных п классов генеральной совокупности с повторениями, отличаются одна от другой либо составом элементов, либо порядком их расположения.
Число таких размещений обозначим символом 
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Характерный пример таких размещений — совокупность п-значных номеров автомашин.
Первый элемент какого-нибудь из упомянутых размещений мы можем выбрать п различными способами: некоторый эле​мент любого из п классов. Второй элемент тоже п различными способами: опять некоторый элемент любого из п классов. Тог​да в силу формулы умножения размещения объема 2 можно образо​вать 
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 различными способами. Третий элемент можем выбрать тоже п способами: опять некоторый элемент любого из п классов. Тогда в силу формулы умножения размещения объема 3 можно образовать 
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 различными способами. Принцип формирования формулы для размещения любого объема понятен: размещения объема m можно построить 
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 различными способами, поэтому: 
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Из совокупности размещений с повторениями можно выде​лить группу выборок с повторениями, которые одна от другой отличаются по крайней мере одним элементом. Порядок рас​положения элементов во внимание не принимается. Такие размещения по аналогии названию, принятому в прошлой лекции, будем называть сочетаниями с повторениями. 
Таким образом:
Сочетаниями с повторениями из элементов п классов по m
называются такие размещения с повторениями из элементов п
классов по т, которые одно от другого отличаются хотя бы
одним элементом.
Число таких сочетаний обозначим 
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Характерный пример таких сочетаний — всевозможные раз​личные комплекты m предметов, составленные из предметов п различных видов.
Поскольку при построении сочетаний с повторениями поря​док расположения элементов не принимается во внимание, лю​бое сочетание объема m из элементов п классов мы можем представить так:
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, где 
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Будем считать, что символ 
[image: image9.wmf]´

 – это символ границы между двумя различными классами. Передвижения границ 
[image: image10.wmf]´

 означают факты замены элементов одних классов элементами других классов, т. е. факты образования новых сочетаний с повторениями.
В представленной совокупности мы имеем п-1 символ 
[image: image11.wmf]´

 и m симво​лов «не 
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 », которые обозначим α. Тогда наша совокупность будет выглядеть так:
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Отсюда ясно, что 
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 – это число перестановок с повторениями из п-1 элементов 
[image: image15.wmf]´

 и m элементов α. Поэтому 
[image: image16.wmf].
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Чтобы определить формулу для подсчета количества этих перестановок рассмотрим 
размещения с повторениями объема 
[image: image17.wmf]k

, которые удовлетворяют такому условию:   в каждой выборке должно быть 
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-того класса, причем 
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  Очевидно, что такие выборки одна от другой будут отличаться только порядком расположения элементов. Целесообразно их называть перестановками с повторениями.
Определение:
Перестановками с повторениями по k элементов из п раз​личных классов называются размещения с повторениями объ​ема k, которые одно от другого отличаются только порядком расположения элементов, когда от i-го класса в каждой выбор​ке участвует ki элементов.
Число таких перестановок обозначим 
[image: image22.wmf].
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Если 
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, то мы имели бы дело с переста​новками без повторений, а значит число таких перестановок равно 
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При взаимной перестановке элементов одного класса новые перестановки не получаются, поэтому число различных пере​становок с повторениями, получаемых из 
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 перестановок  бу​дет в определенное число раз меньше 
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 Выясним теперь во сколько раз.
Элементы а можно взаимно переставить местами  
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 раз, элементы b можно взаимно переставить местами  
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 раз, …, элементы l  можно взаимно переставить местами 
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 раз. Значит, число различных перестановок с повторениями меньше   
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  раз. Поэтому число перестановок с повторениями 
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Все нами рассмотренное в этой лекции можно привести к та​кой обобщающей схеме:

Рассмотрим примеры применения выведенных формул. 
Задача 1. Сколько разных слов можно образовать при перестанов​ке букв слова «математика»?
Решение: В слове всего 10 букв, значит 
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 – число букв м, 
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 – число букв т. Число разных слов, которые можно образовать из слова математика, можно составить 
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 способами.
Задача 2. В продажу поступили открытки 10 разных видов. Сколь​кими способами можно образовать набор из 12 открыток? из 8 открыток?
Решение.  В данном случае нам приходится считать сочетания с повто​рениями:
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Задача 3. Сколько разных четырехзначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, если та же самая цифра может повторяться несколько раз?

Решение. Из цифр 0, 1, 2 можно составить 
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 четырехзначных числа. Но числа, записанные четырьмя цифрами, первая из которых нуль, не являются четырехзначными. Значит, из числа размещений с повторениями надо вычесть число таких выбо​рок, которые начинаются нулем. Последних столько, сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2 при повто​рении цифр. Таких чисел будет 
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Поэтому ответ: 
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Упражнения:
1) Сколько разных слов можно образовать при перестанов​ке букв слова «соединение»? (Ответ: 151200).

2) На школьный вечер танцев собрались ребята IX, X и XI классов. Вести хоровод приглашаются 10 школьников. Сколь​кими способами можно составить хоровод при условии участия в нем хотя бы одного одиннадцатиклассника?     (Ответ: 55). 
3) На студенческий вечер собрались юноши и девуш​ки 8 факультетов университета (в том числе математи​ческого и филологического). Для исполнения народных танцев приглашаются 10 студентов. Сколькими способа​ми можно выбрать эту десятку при условии участия в ней хотя бы одного студента математического и хотя бы одного студента филологического факультета? (Ответ: 6435).
4) На Всемирный фестиваль молодежи прибыла молодежь пяти континентов мира. Возникла необходимость организо​вать делегацию из восьми представителей разных стран для оглашения клятвы борцов за мир. Сколькими способами мож​но было образовать делегацию при условии участия в ней пред​ставителей всех континентов? (Ответ: 35).
5) В гастрономе имеются конфеты трех наименований. Кон​феты упакованы в коробки трех видов — для каждого на​именования своя коробка. Сколькими способами можно зака​зать набор из пяти коробок? (Ответ: 21).
6) Сколько автомашин можно обеспечить 6-значными но​мерами? (Ответ: 106).
7) Сколько 5-значных чисел можно образовать из цифр 0 и 1? (Ответ: 16).
8) В одном государстве (сказочном) не найдется двух че​ловек, у которых оказался бы одинаковый состав зубов: либо у них разное число зубов, либо зубов нет в разных местах. Оцените наибольшую численность населения в этом государстве, если максимальное число зубов у одного чело​века 32. (Ответ:  не больше 232).
9) Сколькими способами можно отослать 6 писем разным адресатам, если их будут разносить 3 курьера и заранее известно, какому курьеру какое достанется письмо? (Ответ: 729).
10) Четыре студента сдают экзамен. Сколько может быть ва​риантов распределения оценок, если известно, что так или ина​че все они экзамены сдали? (Ответ: 81).

Перестановки с повторениями. Когда элемент i-го класса (i=1, 2, …, n)  повторяется в перестановке  ki раз, то число таких перестановок
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если одна от другой отличается либо составом элементов, либо порядком их расположения





Выборка объема т из совокупности повторяющихся элементов п различных классов





Выборки объема т из генеральной элементов n классов








когда одна выборка от другой отличается или первым или вторым признаком 





Размещения с повторениями из элементов  n классов по m








Если одна выборка от другой отличается только порядком расположения элементов.





Если одна выборка от другой отличается хотя бы одним элементом.





Сочетания с повторениями объема m из повторяющихся элементов n различных классов. Их число 
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Размещение с повторениями объема m из повторяющихся элементов n различных классов. Их число 
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