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Тема лекции: «Теория графов».

Чем больше я знаю,

Тем больше умею.
Теория графов  -  возникло в конце XVIII веке и в настоящее время превратилось в весьма мощный и непрерывно развивающийся математический инструмент. 

Во многих случаях жизни старая привычка толкает нас рисовать на бумаге точки, изображающие людей, населенные пункты, химические вещества и т. д., и соединять эти точки линиями или стрелками, означающими некоторые отношения. Такие схемы встречаются всюду под разными названиями: социограммы (в психологии), симплексы (в топологии), электрические цепи (в физике), диаграммы организации (в экономике), сети коммуникаций, генеалогические деревья и т.д. Д.Кёниг, без сомнения первый, предложил называть такие схемы "графами" и систематически изучать их свойства. 
Основные понятия. 
Первое из основных понятий теории графов - это понятие вершины. В теории графов оно принимается в качестве первичного и не определяется. Его нетрудно представить себе на собственном интуитивном уровне. Обычно вершины графа наглядно изображаются в виде окружностей, прямоугольников другими фигурами (рис.1). Хотя бы одна вершина должна обязательно присутствовать в каждом графе. 


Другое основное понятие теории графов - дуги. Обычно дуги представляют собой отрезки прямых или кривых, соединяющих вершины. Каждый из двух концов дуги должен совпадать с какой-нибудь вершиной. Случай, когда оба конца дуги совпадают с одной и той же вершиной, не исключается. Например, на рис.2 - допустимые изображения дуг, а на рис.3 - недопустимые: 
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В теории графов используются дуги двух типов - ненаправленными или направленными (ориентированными). Граф, содержащий только ориентированные дуги, называется ориентированным графом или орграфом. 

Дуги могут быть однонаправленными, при этом каждая дуга имеет только одно направление, или двунаправленными. 

В большинстве применений можно без потери смысла заменить ненаправленную дугу на двунаправленную, а двунаправленную - на две однонаправленных дуги. Например так, как показано на рис. 4.
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Как правило, граф либо сразу строится таким образом, чтобы все дуги имели одинаковую характеристику направленности (например, все - однонаправленные), либо приводится к такому виду путем преобразований. Если дуга AB- направленная, то это значит, что из двух ее концов один (A) считается началом, а второй (B) - концом. В этом случае говорят, что начало дуги AB есть вершина A, а конец - вершина B, если дуга направлена от A к B, или что - дуга AB исходит из вершины A и входит B (рис. 5).
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Две вершины графа, соединенные какой-либо дугой (иногда, независимо от ориентации дуги) называют смежными вершинами. 

Важным понятием при исследовании графов является понятие пути. Путь A1,A2,...An определяется как конечная последовательность (кортеж) вершин A1,A2,...An и дуг A1, 2,A2 ,3,...,An-1, n последовательно соединяющих эти вершины. 

Важным понятием в теории графов является понятие связности. Если для любых двух вершин графа существует хотя бы один соединяющий их путь - граф называется связным. 
Например, если изобразить в виде графа систему кровообращения человека, где вершины соответствуют внутренним органам, а дуги - кровеносным капиллярам, то такой граф, очевидно, является связным. Можно ли утверждать, что система кровообращения двух произвольных людей является несвязным графом? Очевидно, нет, поскольку в природе наблюдаются т. н. “сиамские близнецы”. 

Связность может быть не только качественной характеристикой графа (связный/несвязный), но и количественной. 
Граф называется K-связным, если каждая его вершина связана с K других вершин. Иногда говорят о слабо- и сильносвязанных графах. Эти понятия субъективны. Исследователь называет граф сильносвязанным если для каждой его вершины количество смежных вершин, по мнению исследователя, велико. 

Иногда связность определяют как характеристику не каждой, а одной (произвольной) вершины. Тогда появляются определения типа: граф называется K-связным, если хотя бы одна его вершина связана с K других вершин. 

Некоторые авторы определяют связность как экстремальное значение количественной характеристики. Например, граф является K-связным, если в графе существует хотя бы одна вершина, связанная с K смежными вершинами и не существует ни одной вершины, связанной с более чем K смежными вершинами. 

Например, детский рисунок человека (рис. 6) представляет собой граф с максимальной связностью равной 4.
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Еще одна характеристика графа, исследуемая в ряде задач, часто называется мощностью графа. Эта характеристика определяется как количество дуг, связывающих две вершины. При этом дуги, имеющие встречное направление, часто рассматриваются раздельно. 

Например, если вершины графа представляю собой узлы обработки информации, а дуги - однонаправленные каналы передачи информации между ними, то надежность системы определяется не суммарным количеством каналов, а наименьшим количеством каналов в любом направлении. 
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Мощность, как и связность, может определяться как для каждой пары вершин графа, так и для некоторой (произвольной) пары. 

Существенная характеристика графа - его размерность. Под этим понятием обычно понимают количество вершин и дуг, существующих в графе. Иногда эта величина определяется как сумма количеств элементов обоих видов, иногда - как произведение, иногда - как количество элементов только одного (того или иного) вида. 
Разновидности графов.
Объекты, моделируемые графами, имеют весьма разнообразную природу. Стремление отразить эту специфику привело к описанию большого количества разновидностей графов. Процесс этот продолжается и в настоящее время. Многие исследователи для своих конкретных целей вводят новые разновидности и выполняют их математическое исследование с большим или меньшим успехом. 

В основе всего этого многообразия лежат несколько довольно простых идей, о которых мы здесь и будем говорить.
Окраска 
Окраска графов - весьма популярный способ модификации графов. 

Этот прием позволяет и повысить наглядность модели и увеличить математическую нагруженность. Способы введения окраски могут быть различными. По тем или иным правилам окрашиваются как дуги, так и вершины. Окраска может быть однократно определена или меняться с течением времени (т.е. при приобретении графом каких-либо свойств); цвета можно преобразовывать по тем или иным правилам, и т.д. 
Например, пусть граф представляет собой модель кровообращения человека, где вершины соответствуют внутренним органам, а дуги - кровеносным капиллярам. Окрасим артерии в красный цвет, а вены - в синий. Тогда очевидно справедливость следующего утверждения - в рассматриваемом графе (рис. 8) существуют, и при этом только две, вершины, имеющие исходящие красные дуги (на рисунке красный цвет изображен жирно).
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Дольность 

Иногда элементы объекта, моделируемые вершинами, имеют существенно различный характер. Или к реально существующим в объекте элементам в процессе формализации оказывается полезным добавить некоторые фиктивные элементы. В этом, и некоторых других случаях, вершины графа естественно разделить на классы (доли). Граф, содержащий вершины двух типов, называют двудольным и т.д. При этом в число ограничений графа вносятся правила, касающиеся взаимоотношений вершин разных типов. Например: “не существует дуги, которая бы соединяла вершины одного типа”. Одна из разновидностей графов такого рода называется “сеть Петри” (рис. 9) и имеет достаточно широкое распространение. Более подробно сети Петри будут рассмотрены в следующей статье этого цикла. 
Понятие дольности может быть применено не только к вершинам, но и к дугам.
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Используя графы можно решать задачи.
1. Задача о Кенигсбергских мостах. На рис. 1 представлен схематический план центральной части города Кенигсберг (ныне Калининград), включающий два берега реки Перголя, два острова в ней и семь соединяющих мостов. Задача состоит в том, чтобы обойти все четыре части суши, пройдя по каждому мосту один раз, и вернуться в исходную точку. Эта задача была решена (показано, что решение не существует) Эйлером в 1736 году. (рис. 10).
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2. Задача о трех домах и трех колодцах. Имеется три дома и три колодца, каким-то образом расположенные на плоскости. Провести от каждого дома к каждому колодцу тропинку так, чтобы тропинки не пересекались (рис. 2). Эта задача была решена (показано, что решение не существует) Куратовским в 1930 году. (рис. 11).

[image: image10]
3. Задача о четырех красках. Разбиение на плоскости на непересекающиеся области называется картой. Области на карте называются соседними, если они имеют общую границу. Задача состоит в раскрашивании карты таким образом, чтобы никакие две соседние области не были закрашены одним цветом (рис. 12). С конца позапрошлого века известна гипотеза, что для этого достаточно четырех красок. В 1976 году Аппель и Хейкен опубликовали решение задачи о четырех красках, которое базировалось на переборе вариантов с помощью компьютера. Решение этой задачи «программным путем» явилось прецедентом, породившим бурную дискуссию, которая отнюдь не закончена. Суть опубликованного решения состоит в том, чтобы перебрать большое, но конечное число (около 2000) типов потенциальных контрпримеров к теореме о четырех красках и показать, что ни один случай контрпримером не является. Этот перебор был выполнен программой примерно за тысячу часов работы суперкомпьютера. Проверить «вручную» полученное решение невозможно – объем перебора выходит далеко за рамки человеческих возможностей. Многие математики ставят вопрос: можно ли считать такое «программное доказательство» действительным доказательством? Ведь в программе могут быть ошибки… Методы формального доказательства правильности программ не применимы к программам такой сложности, как обсуждаемая. Тестирование не может гарантировать отсутствие ошибок и в данном случае вообще невозможно. Таким образом, остается уповать на программистскую квалификацию авторов и верить, что они сделали все правильно.

4. Задачи Дьюдени.

1. Смит, Джонс и Робинсон работают в одной поездной бригаде машинистом, кондуктором и кочегаром. Профессии их названы не обязательно в том же порядке, что и фамилии. В поезде, который обслуживает бригада, едут трое пассажиров с теми же фамилиями. В дальнейшем каждого пассажира мы будем почтительно называть «мистер» (м-р) 

2. М-р Робинсон живет в Лос-Анджелесе. 

3. Кондуктор живет в Омахе. 

4. М-р Джонс давно позабыл всю алгебру, которой его учили в колледже. 

5. Пассажир – однофамилец кондуктора живет в Чикаго. 

6. Кондуктор и один из пассажиров, известный специалист по математической физике, хотя в одну церковь. 

7. Смит всегда выигрывает у кочегара, когда им случается встречаться за партией в бильярд. 

Как фамилия машиниста? (рис.13)
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Здесь 1-5 – номера ходов, в скобках – номера пунктов задачи, на основании которых сделаны ходы (выводы).

Далее следует из п.7, что кочегар не Смит, следовательно, Смит-машинист.
На следующем уроке будем вместе с вами решать задачи с использованием графов.

Приложение:

Основные определения:
· Графом G(V,E) называется совокупность двух множеств – непустого множества V(множества вершин) и множества E двухэлементных подмножеств множества V(E – множество ребер).
· Ориентированным называется граф, в котором 
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 - множество упорядоченных пар вершин вида (x,y), где x называется началом, а y – концом дуги. Дугу (x, y) часто записывают как 
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. Говорят также, что дуга 
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ведет от вершины x к вершине y, а вершина y смежная с вершиной x.
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· Если элементом множества E может быть пара одинаковых (не различных) элементов V, то такой элемент множества E называется петлей, а граф называется графом с петлями (или псевдографом).
· Если E является не множеством, а набором, содержащим несколько одинаковых элементов, то эти элементы называются кратными ребрами, а граф называется мультиграфом. 
· Если элементами множества E являются не обязательно двухэлементные, а любые подмножества множества V, то такие элементы множества E называются гипердугами, а граф называется гиперграфом.
· Если задана функция F : V → M и/или F : E → M, то множество M называется множеством пометок, а граф называется помеченным (или нагруженным). В качестве множества пометок обычно используются буквы или целые числа. Если функция F инъективна, то есть разные вершины (ребра)имеют разные пометки, то граф называют нумерованным. 
· Подграфом называется граф G′(V′,E′), где 
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· Если V′ = V, то G′ называется остовным подграфом G.
· Если 
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, то граф G′ называется собственным подграфом графа G.
·  Подграф G′(V′,E′) называется правильным подграфом графа G(V,E), если G′ содержит все возможные рёбра G.
· Степень (валентность) вершины – это количество ребер, инцидентных этой вершине (количество смежных с ней вершин).
· Маршрутом  в графе называется чередующаяся последовательность вершин и ребер 
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, в которой любые два соседних элемента инциденты.
· Если 
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, то маршрут замкнут, иначе открыт.
· Если все ребра различны, то маршрут называется цепью.
· Если все вершины (а значит, и ребра) различны, то маршрут называется простой цепью.
· Замкнутая цепь называется циклом.
· Замкнутая простая цепь называется  простым циклом.
· Граф без циклов называется ациклическим.
· Для орграфов цепь называется путем, а цикл – контуром.
· Если граф имеет цикл (не обязательно простой), содержащий все ребра графа по одному разу, то такой цикл называется эйлеровым циклом.
· Если граф имеет простой цикл, содержащий все вершины графа (по одному разу), то такой цикл называется гамильтоновым циклом.
· Деревом называется связный граф без циклов.
· Остовом называется дерево, содержащее все вершины графа.
· Паросочетанием называется множество ребер, в котором никакие два не смежны.
· Паросочетание называется максимальным, если никакое его надмножество не является независимым. 
· Две вершины в графе связаны, если существует соединяющая их простая цепь.
· Граф, в котором все вершины связаны, называется связным.
· Граф, состоящий только из изолированных вершин, называется вполне несвязным.
· Длиной маршрута называется количество ребер в нем (с повторениями).
· Расстоянием между вершинами u и v называется длина кратчайшей цепи 
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, а сама кратчайшая цепь называется геодезической.
· Диаметром графа G называется длина длиннейшей геодезической.
· Эксцентриситетом вершины v в связном графе G(V,E) называется максимальное расстояние от   вершины v до других вершин графа G.
· Радиусом графа G называется наименьший из эксцентриситетов вершин.
· Вершина v называется центральной, если ее эксцентриситет совпадает с радиусом графа.
· Множество центральных вершин называется центром графа.
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