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Курьякова Татьяна Сергеевна
учитель математики МОУ «СОШ №36», г. Ангарск

Специфика формирования некоторых комбинаторных понятий
Существует множество спорных точек зрения относительно политики реформирования современной системы школьного образования. При этом никто не подвергает сомнению необходимость включения в школьный курс стохастической линии, поскольку именно изучение и осмысление теории вероятностей и стохастических проблем развивает комбинаторное мышление, так нужное в нашем перенасыщенном информации мире.

О необходимости изучения в школе элементов теории вероятностей и статистики говорить не приходится, так как теория сочетаний представляет средство для одной из важнейших способностей ума – способности представлять явления в разных комбинациях. Это способность нужна в жизни всякому.

Однако на пути оперирования школьником основными комбинаторными понятиями – «сочетание» и «размещение» нередко возникают определенные трудности. В основном они связаны с действием распознавания того или иного вида соединения. При этом нередко от удрученного школьника можно услышать: «А как же можно было догадаться?».

Понятно, что умение оперировать понятием связано с его сформированностью на начальной стадии. Поэтому при формировании понятий «сочетание», «размещение», «перестановка», отдельное место занимают действия сравнения, классификации понятий, выведения следствий из факта принадлежности объекта объему данного понятия, распознавания. Особенно ценными для приобретения умения «донести» данный учебный материал до ученика считаю методические рекомендации Г.Г. Левитаса и Л.А. Пржевалинской.
Остановлюсь поподробнее на своем опыте отработки действий распознавания и сравнения понятий «сочетание» и «размещение» без повторений после того, как непосредственно определения понятий уже сформулированы для ученика (абстрактно-дедуктивный способ введения понятия).
Начиная сравнительно-сопоставительный анализ формулировок определений активизирую учеников на поиск сходных и отличительных черт.
	Сочетанием
из n элементов по m называется
	Размещением
из n элементов по m называется

	– m-элементное подмножество некоторого n-элементного множества 
	– m-элементная последовательность некоторого n-элементного множества


	Вопрос: 
чем последовательность отличается от подмножества, 
ведь именно в этом принципиальная разница содержания понятий?

	Ответ:

При формировании различных подмножеств из одних и тех же элементов порядок следования элементов не имеет значения
	Ответ:

При формировании различных последовательностей из одних и тех же элементов порядок следования элементов имеет огромное значение

	Вывод:
	Вывод:

	чтобы назвать какой – либо объект сочетанием из n по m, необходимо проверить одновременное выполнение следующих условий – существенных признаков понятия «сочетание»:

	чтобы назвать какой – либо объект размещением из n по m, необходимо проверить одновременное выполнение следующих условий – существенных признаков понятия «размещение»:


	1. Заданы два множества
2. Одно из множеств является подмножеством другого
3. Основное множество содержит n различных элементов
4. Подмножество содержит m<n элементов.
	1. Заданы два множества
2. Выделена последовательность элементов одного множества

3. Основное множество содержит n различных элементов
4. Последовательность содержит m<n элементов


Распознавание проводится с помощью ряда доступных примеров.
Пример 1. Какое из множеств В1–В2 является сочетанием из 6 элементов множества А={a, b, c, d, e, f} по 3, если:
В1= {c, f, a};   
В2={d, b};   
В3= (;    
В4= {c, e, a, e, c}.

Решение

Определим значения n и m. Т.к. количество элементов того множества, вхождение в которое оцениваем равно шести, то n=6; m=3 (это число указано в требовании задачи).

Проверим выполнение всех существенных признаков (оформлять удобнее в виде план – карт:

	В1:

1. + А
2. + подмнож.
3. + n = 6
4. + m = 3
 В1 – сочета​ние из 6 по 3. 
	В2:

1. + А
2. + подмнож.
3. + n = 6
4. – m ( 3
 
В2 – не является сочетанием из 6 по 3. 
	В3:

1. + А
2. + подмнож.
3. + n = 6
4. – m ( 3
 
В3 – не является сочетанием из 6 по 3. 
	В4:

1. + А
2. – не подмнож.
 
В4 – не является сочетанием из 6 по 3. 


Пример 2. Какая из последовательностей является размещением из 5 элементов множества А = {x, y, z, t, p}: 1) по 3; 2) по 4:

(в1): y, z, t;  


(в2): t, x, y, z;  
(в3): z, y, t, x; 


(в4): t, t; 
(в5): a, x, p; 


(в6): t, z, y  

Решение

1) Осуществляем проверку наличия существенных признаков понятия «размещение»: n = 5 (количество элементов множества А), m = 3 (согласно требованию пункта 1):

	(в1):





1. +



2. +



3. +



4. +



(в1) является размещением из 5 по 3


	(в2):





 1. +



2. +



3. +



4. –



(в2) не является размещением из 5 по 3


	(в3):





1. +



2. –








(в3) не является размещением из 5 по 3



	(в4):





1. +



2. –








(в4) не является размещением из 5 по 3


	(в5):





 1. +



2. –








(в5) не является размещением из 5 по 3


	(в6):





1. +



2. +



3. +



4. +



(в6) является размещением из 5 по 3




(  Часть 2) данного примера оставляю на самостоятельное рассмотрение школьников.

Наступает черед действия выведения следствий из факта принадлежности объекта объему данного понятия.

Пример 3. Зная, что В является сочетанием из n элементов множества А по m, восполнить пропуски в таблице:

	
	А
	В
	n
	m

	1
	{x, y, z, t, p}
	{ z, t, y }
	5
	

	2
	{к, л, о, п}
	
	
	3

	3
	
	{(, (, Θ, §}
	4
	

	4
	
	
	3
	0

	5
	(
	
	
	



Теорема 1. В определении сочетания из n по m числа n и m – целые, связанные соотношением 0 ( m ( n .

(    Доказательство предлагаю провести самостоятельно, при этом формулирую ряд подсказок.
Подсказка. При проведении доказательства, обратить внимание, что требование состоит из 2 частей: 1) доказать, что n и m – целые; 2) доказать, что 0 ( m ( n. Кроме этого, для осуществления доказательства, необходимо вспомнить – что называется множеством, элементом множества; какие свойства подмножеств какого – либо множества можно здесь использовать. 

 
Теорема 2. Два сочетания различны тогда и только тогда, когда одно из этих сочетаний содержит элемент, не входящий в другое сочетание.

 
(    Доказательство предлагаю попробовать провести самостоятельно с помощью подсказок.

 
Подсказка 1. При проведении доказательства необходимо вспомнить особенности теоремы, содержащей слова «тогда и только тогда», «если и только если», «необходимо и достаточно»: такая теорема содержит в себе 2 теоремы – прямую и обратную.

Прямая теорема 2.1: «Если одно из двух сочетаний содержит элемент, не входящий в другое сочетание, то эти сочетания различны». 

Обратная теорема 2.2: «Если 2 сочетания различны, то одно из них содержит элемент, не входящий в другое сочетание».

Подсказка 2. При проведении доказательства каждой из этих теорем, необходимо учитывать следующее: по определению, сочетание – это подмножество некоторого множества, поэтому рассмотрите следующие случаи: 1) сочетания содержат различное число элементов; 2) оба сочетания содержат одинаковое число элементов.


Наступает очередь внедрения «Дерева перебора», его применение продемонстрировано в примере 3.

Пример 4. В цветочном магазине продают розы 5 цветов: белого, черного, желтого, красного, розового. Сколько букетов из трех роз различного цвета можно составить?

Решение

Оформим решение, составляя «дерево перебора»:

 

 

 

Вопрос: можно ли считать, что составляли не букеты, а сочетания? Почему? Чему в этом случае равны n и m?

 
Ответ: да, так как составляли подмножества по 3 элемента из 5 – элементного множества.

Теорема 3. В определении размещения из n по m числа n и m-натуральные, связанные соотношением m(n.

 (    Доказательство провести самостоятельно.

Подсказка. В структуре теоремы содержится два заключения, т.е. необходимо доказать: 1) m(N, n(N; 2) m(n.)


Теорема 4. Два размещения из n по m различны, если они отличаются самими членами, либо их номерами (иногда говорят: либо элементами, либо их порядком.)

 (    Доказательство провести самостоятельно.


Подсказка. В структуре теоремы содержится два требования, однако они не обязательно выполнимы одновременно, т.к. фраза «либо …, либо …» означает, что может быть выполнено либо одно, либо другое требование. Только если оба требования не выполняются, можно сделать вывод о том, что размещения не являются различными.


Пример 5. Сколько существует двузначных чисел, в которых цифра десятков и цифра единиц различны и нечетны?

Решение

Выпишем множество нечетных цифр: {1, 3, 5, 7, 9}. Будем составлять двузначные числа, то есть выбирать из 5 элементов по 2, при этом важен порядок следования цифр, значит задача на составление размещений.

13, 15, 17, 19, 35, 37, 39, 57, 59, 79

31, 51, 71, 91, 53, 73, 93, 75, 95, 97

Получили 20 размещений из пяти по два, или 20 искомых чисел. 


Дальше от непосредственного подсчета числа соединений переходим к так называемому опосредованному способы – с введением и применением формул. При этом, к счастью,  в настоящее время мы не испытываем недостатка в современной учебной литературе по теории и практике решения комбинаторных задач. Их немало и не стану останавливаться на их содержании.


Хочу отметить, что, как показывает практика, на начальных стадиях решения задач на подсчет числа соединений, не помешает определенность педантичность в отношении к оформлению учащимися решений задач.

Так, требую от школьников следующие обязательные моменты после прочтения формулировки той или иной задачи:

1) назвать соединение по «по-русски». Например, в задаче, где требуется подсчитать количество диагоналей n–угольника, соединение можно определить как «диагональ» или «пара точек». В задаче «Сколькими способами 15 учеников могут поздороваться за руку» соединением является «рукопожатие» и т.д.

2) выявить количество элементов в соединении. Это особенно несложно после пункта 1)

3) переставить одни и те же элементы местами с учетом основного множества – оно может и изменяться (например, в задаче, где составляют 4 бандероли по две книги из восьми различных книг).

4) посмотреть – имеет ли значение порядок. Если нет, то соединения является сочетанием, если да – размещением
5) после этого, приступаем к выяснения количества элементов соединения и основного множества и проводим подсчет.
Результатом рассуждений ученика становится «цепочка», которую требую от школьника в качестве обязательной. Продемонстрирую ее с помощью примера.
Пример 6. Сколько обыкновенных дробей с различными числителями и знаменателями можно составить из чисел 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23?
Этап распознавания вида соединения:

Основное множество: {3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23}

Название соединения по-русски: обыкновенная дробь

Составим пример (соединение): {3; 23} и {23; 3} – разные дроби, если говорить о том, что первое число в соединении «претендует на роль числителя», а второе – знаменателя.
Требуемая цепочка рассуждений: «это разные дроби – значит, разные соединения – значит, порядок важен – значит, это последовательность – значит, это размещение по 2 элемента из восьми».
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